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1 Algebraische Umformungen

1.1 Kein Quadrat ist negativ

Wir beginnen dieses Skript mit der einfachsten aller Ungleichungen, némlich
2 > 0.

Letztendlich lasst sich jede Ungleichung darauf zuriickfithren, dass kein Quadrat negativ ist,
dennoch ist dies im Allgemeinen kein sehr praktikables Verfahren. Bevor wir im néchsten
Abschnitt aber auf die klassischen Ungleichungen eingehen, soll hier gezeigt werden, wie viel
man schon allein mit dieser simplen Beobachtung zeigen kann.

Beispiel 1. Sei a eine reelle Zahl. Zeige, dass gilt
4a — a* < 3.

Losung. Die Idee ist, dass man versucht, die Quadrate zu vervollstdndigen und den ganzen
Ausdruck als Summe von Quadraten zu schreiben. Dabei ist es hilfreich zu merken, dass fiir
a = 1 Gleichheit gilt. Nach einigem Probieren findet man, dass die Ungleichung dquivalent
ist zu

(a®> —1)*+2(a —1)* >0,
was sicher richtig ist. Gleichheit gilt nur fiir a = 1. [

Als néchstes Beispiel beweisen wir die berithmte Ungleichung zwischen den vier Mitteln im
Spezialfall von zwei Variablen. Wir kommen im néchsten Abschnitt darauf zuriick.

Beispiel 2. Seien a und b positive reelle Zahlen, dann gilt

2 b 24 p2
min(a,b) < n < Vab < a—2|— < a —2'— < max(a,b).

Q=
o=

Lésung. Die dritte Ungleichung zum Beispiel ist dquivalent zu 0 < a+b—2vab = (vVa—v'b)?,
was sicher stimmt. Ahnlich beweist man die iibrigen Ungleichungen. [

Man nennt die vier Ausdriicke in obigem Beispiel der Reihe nach das harmonische, geome-
trische, arithmetische und quadratische Mittel von a und b, kurz HM, GM, AM, QM. In der
Tat sind das AM und das QM sogar fiir alle reellen Zahlen definiert und die Ungleichung
AM < QM gilt allgemein, wie man sich leicht iiberlegt.

Beispiel 3. Fiir alle reellen Zahlen a,b, c gilt
a® 4+ b* + ¢ > ab + be + ca.
Losung. Nach Multiplikation mit 2 ist die Ungleichung dquivalent zu

(a—=b)2+(b—c)*+(c—a)*>0.

Aufgaben
1. a,b,c,d sind reelle Zahlen. Zeige, dass nicht alle vier Zahlen
a—b% b—c% c—d*, d—ad?

grosser als 1/4 sein konnen.



2. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen, dann ist
a . b . c S 5 1 . 1 1
bc ca ab~ \a b c¢)’
Wann gilt Gleichheit?

3. Fiir alle z,y, z € R gilt
4P+ -y —yz— 2 > Z(x—y)Q.
4. Fiir die reellen Zahlen a,b, ¢ gelte a® + ¢* < 4b Zeige, dass fiir alle reellen x gilt
st tard + b’ +ecx+1>0.
5. Seien a, b, ¢ reelle Zahlen mit |ab — ¢| = 3. Finde den kleinstmoglichen Wert von
a®+ b+

6. Seien a,b, c positiv. Zeige:

ab + be + ca > \/3abe(a + b+ ¢).

7. (Australien 01) Fir alle reellen Zahlen a gilt

4a® —2a" +a® —3a* +a*>—a+1>0.

1.2 Faktorisieren, Terme umordnen

Einige, sogar schwierige, Ungleichungen lassen sich damit beweisen, dass man die involvier-
ten Ausdriicke solange umformt, bis ihre Richtigkeit klar wird. Wir starten mit fogender
Aufgabe:

Beispiel 4. (AUO 75) Fiir alle a,b,c > 0 gilt
a® + b + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a).

Lésung. Die Ungleichung ist symmetrisch in a, b, ¢, daher kénnen wir a < b < ¢ annehmen.
Ausserdem ist sie homogen vom Grad 3. Dies bedeutet folgendes: multipliziert man alle
drei Variablen mit einem Streckfaktor A, dann &dndern sich beide Seiten der Ungleichung
um den Faktor \®. Inbesondere folgt daraus: gilt die Ungleichung fiir die drei Zahlen a, b, c,
dann auch fiir die Zahlen Aa, Ab, Ac. Daher konnen wir die Variablen geeignet skalieren und
annehmen, dass a = 1 gilt. Wir setzen nun b = 1+ 2 und ¢ = 1 4+ y mit xz,y > 0. Durch
einsetzen in die urspriingliche Ungleichung und Aquivalenzumformungen erhalten wir nun

$3+y3+l’2+y2 x2y+xy+my2
& Pyt —ay+yt - aylr +y)
s Py 4 (z—y)? oy —aylz+y)
& (r+y)e® —zy+y*—ay) +ry+ (z—y)

S (r4+y+D(x—y)’+ay

vV IV IV IV IV
o o o o

Die letzte Ungleichung ist nun offensichtlich richtig, da alle Terme auf der linken Seite nicht
negativ sind. Gleichheit gilt genau fiir xt =y =0, also fiira =b = c.
O



Das letzte Beispiel ist der Fall p = 1 der folgenden berithmten und wichtigen Ungleichung
von Schur, auf die wir spéter zuriickkommen werden:

Satz 1.1 (Schur). Seien x,y, z nichtnegative reelle Zahlen und p > 0. Dann gilt
e —y)z—2)+ 'y —2)y—2)+ 2"z —2)(z —y) =2 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn x = y = z oder wenn zwei der drei Variablen gleich sind
und die dritte gleich 0.

Beweis. Da die Ungleichung symmetrisch ist, konnen wir x > y > z annehmen. Nach einigen
Umformungen wird die Ungleichung zu

(z—y) (@ (x—2) —y"(y—2)) +2"(x — 2)(y — 2) > 0.

Wegen = > y > z ist hier jede Klammer auf der linken Seite nichtnegativ und die Unglei-

chung damit bewiesen.
O

Beachte: Obwohl dieser Beweis sehr einfach aussieht, ist er schwierig zu finden. Insbesondere
ist mir kein einziger schoner Beweis bekannt, der die Standardungleichungen des néchsten
Abschnittes verwendet. Man sollte Schur daher als eine Ergénzung zu den néchsten Ab-
schnitten betrachten. Wir kommen im Zusammenhang mit symmetrischen homogenen Un-
gleichungen auf diesen Aspekt zuriick.

Aufgaben
1. (IMO 64) Zeige, dass fur alle a,b,c > 0 gilt
a?(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*a+b—c) < 3abe.

2. Seien x,y, z > 1. Beweise die folgende Ungleichung und bestimme alle Félle, in denen
Gleichheit gilt:
(@) (y*) (%)™ < (y2)" (22)" (wy)™.

3. (Weissrussland 01) Seien a, b, c > 0. Zeige, dass gilt
(a+0b)(a+c) > 24/abc(a+ b+ c)
und bestimme alle Félle, wo das Gleichheitszeichen steht.

4. Beweise folgende Verallgemeinerung von Schur: Ist f : R>y — R eine monoton
wachsende Funktion, dann gilt fiir alle x,y, 2z > 0 die Ungleichung

f@)(x—y)(z—2)+ fy)(y —2)(y —2) + f(2)(z —2)(2 —y) > 0.

Ist f sogar streng monoton steigend mit f(0) = 0, dann gilt genau dann das Gleich-
heitszeichen, wenn alle drei Variablen gleich sind, oder wenn zwei gleich sind und die
dritte gleich 0.

5. Seien 0 < x,y < 1 reelle Zahlen. Zeige, dass gilt
(1 —2y)* > 4z — y*)(y — 2?).
6. Seien a < b < ¢ drei reelle Zahlen. Beweise, dass gilt

ab® + bt + ca® > ba + eb* + ac’.



2 Das Standardrepertoire

2.1 HM-GM-AM-QM

Inhalt dieses Abschnittes ist die Ungleichung zwischen dem harmonischen, arithmetischen,

geometrischen und quadratischen Mittel. Fiir Zahlen a4, ..., a, definiert man das
. . n
harmonische Mittel HM i T T
ar + P +...+ o
geometrische Mittel GM Yay - ag - Ay
arithmetische Mittel AM Gttt

n

ad+a+...+a

n

quadratische Mittel QM \/

Das harmonische und das gometrische Mittel definiert man nur fiir positive a;, wihrend das
arithmetische und das quadratische fiir alle reellen Zahlen definiert sind. Folgende Unglei-
chung ist zentral:

Satz 2.1 (Ungleichung zwischen den Mitteln). Fiir positive reelle Zahlen ay, ..., a, gilt
min(ag,...,a,) < HM < GM < AM < QM < max(aq, ..., a,).
In jeder der fiinf Ungleichungen gilt genau dann Gleichheit, wenn a1 = as = ... = a,.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Ungleichung

a,+...+ay
n

2 Yay - ag - Q.

Dazu gehen wir von beliebigen positiven Zahlen a; aus und verdndern diese so, dass die linke
Seite konstant bleibt, die rechte Seite aber strikt grosser wird. Am Schluss sind alle ay gleich
und in obiger Formel gilt das Gleichheitszeichen. Daraus folgt direkt, dass die Ungleichung
richtig ist, ebenso wie die Gleichheitsbedingungen.

Sei a das arithmetische Mittel der a;. Wenn nicht alle a; gleich a sind, dann gibt es zwei
Indizes ¢ und j mit a; < a < a; (wieso?). Ersetze nun a; und a; durch

bi:a, bj:ai—kaj—a.
Es gilt b; + b; = a; + a; und
bib; = ala; + aj — a) = a;a; + (a; — a)(a — a;) > a;a;.

Durch diese Substitution haben wir also die Anzahl der a; erhoht, die gleich dem arithme-
tischen Mittel a sind, sodass die linke Seite der Ungleichung konstant bleibt, die rechte aber
strikt grosser wird. Nach endlich vielen solchen Schritten sind alle a; gleich und die rechte
Seite hat den Wert a. Damit ist alles gezeigt.

Als néchstes zeigen wir HM < GM. Substituiere by = 1/a;, dann folgt dies direkt aus GM
< AM.



Die Ungleichung AM < QM gilt fiir beliebige reelle a; und ldsst sich mit der gleichen Me-
thode beweisen, wie GM < AM. Dies sei dem Leser als Ubung iiberlassen, ebenso wie die
beiden iibrigen Abschétzungen.

]

Die verwendete Beweismethode hat grosse Bedeutung in der gesamten Mathematik und wird
spéter eingehender besprochen. Es ist wichtig, dass man stets die Gleichheitsbedingungen
im Kopf hat, denn oft wird in Aufgaben danach gefragt. Jetzt folgen einige Beispiele.

Beispiel 5. Fiira >0 gilt a +a™' > 2.
Lisung. Nach AM-GM ist a +a™! > 2Va-a! = 2.

Beispiel 6. Fir alle a,b,c > 0 gilt
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Losung. Indem man AM-GM auf jeden Faktor einzeln anwendet, erhdlt man

a;b.b;ff.c;a > Vab - Vb - \/ea = abe.

Multipliziert man dies mit 8, erh&lt man die gewiinschte Ungleichung. Gleichheit gilt nur
fira=b=c.

[]

Beispiel 7. Fiir die positiven Zahlen x,y, z gelte x +y + z = 1. Beweise die Ungleichung

1 n 1 n 1 S 2 n 2 n 2
l—-2z 1—-y 1—2 " 142 14y 1+2z

Losung. Esgilt 1 —x =y + 2z und 1 4+ x = 2x + y + 2z, analog fiir die anderen Terme. Nach

AM-HM ist nun
1 1 4 4
+ > = ,
vty y+tz (e+y)+y+z) v+2y+z

mit Gleichheit genau dann, wenn = + y = y + z, also wenn x = 2. Analog dazu gilt auch

1 1 4
+ > ,
y+z z4+x y+2z2+cz
1 1 4
>

+ > .
z+x v+y z+2x+y

Addiert man diese drei Ungleichungen und teilt durch 2, erhilt man genau die gegebene
Ungleichung. Das Gleichheitszeichen steht nur fir x =y = 2.
O

Oft muss man AM-GM sehr geschickt anwenden, um zum Ziel zu kommen. Es ist nicht
immer auf den ersten Blick klar, welche Terme man gruppieren und abschétzen muss. Auch
hierzu ein Beispiel.

Beispiel 8. Fiir a,b,c > 0 qilt

a’b+ e+ Pa < a®+ b+ .



Losung. Nach AM-GM ist
a®+a®+ 0> 3Vad a3 b3 = 3a%D.

Ahnlich zeigt man 2b% + ¢® > 3b%c und 2¢® + a® > 3c®a. Addition liefert das Gewiinschte.
O

In solche Fillen muss man sich iiberlegen, wie die Exponenten auf beiden Seiten verteilt
sind. Daraus kann man rekonstruieren, wieviele Terme von welcher Sorte man mit AM-GM
verwursten muss.

Aufgaben

1. Fiir a,b,c,d > 0 gilt

Vab+Ved < /(a+d)(b+ o).

2. Fir zq,...,2, > 0 gilt

T T Tn
—+—=+...+—2>n
T2 T3 Iy

3. Zeige, dass fiir positive Zahlen z,y, z gilt

:cyz( 2 + 2 + 2 )S\/E+\/§+\/E.

r+y y+z =z+zw

4. Seien a, b, c positiv. Zeige:

a+b+c<1+1+1
abc T a? b2 2

5. (CH 98) Fiir alle positiven Zahlen x und y gilt

x Y < 1

+ .
2 a2+ yt T oay

6. Fiir a,b > 0 und jede natiirliche Zahl m gilt

m b m
(1 + 9) + (1 + —) > gt
b a

7. (CH 95) Zeige, dass fiir a,b, c,d > 0 gilt

12 <1+1+1+1+1+1<31+1+1+1
a+b+c+d a+b a+c a+d b+c b+d c+d " 4\a b ¢ d)’

2.2 Cauchy-Schwarz

Eine weitere fundamentale Ungleichung ist jene von Cauchy-Schwarz (CS). Man kann mit
ihr tatséchlich die meisten Ungleichungen beweisen, oder zumindest vereinfachen. Allerdings
gibt es diverse Einsatzmoglichkeiten dieser Ungleichung und es ist fiir AnfingerInnen oft
nicht einfach, die richtige zu finden. Da hilft nur Ubung. Zuerst schreiben wir sie aber mal
hin.



Satz 2.2 (Cauchy-Schwarz). Fir alle reellen Zahlen aq, ..., a, und by, ... b, gilt
(af+a3+...+a2)(b] + 03+ ...+ b2) > (a1by + asbs + ... + ayb,)’.

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Vektoren (aq,...,a,) und (by,...,by,) kollinear sind,
also wenn einer ein skalares Vielfaches des anderen ist.

Beweis. Die Differenz der beiden Seiten ist gleich (nachrechnen!)

> (aib; — ajbi)?,

1<j

also nicht negativ. Gleichheit gilt genau dann, wenn a;b; = a;b; fiir alle ¢ < j. Dies ist
dquivalent zur Existenz einer reellen Zahl A mit a; = \b; fiir alle ¢ oder mit b; = Aa; fiir alle
1. Dies nachzupriifen sei dem Leser iiberlassen.

O

Definiert man die beiden Vektoren @ = (ay,...,a,) und b = (b1,...,b,), kann man CS
auch schreiben als - -
a- b <|a|-fol,

was fiir n = 3 vielleicht aus der Schule bekannt ist (links steht das Skalarprodukt von zwei
Vektoren).

Beispiel 9. Seien x1,...,x, positive reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

1 1 )
(T +...4+x,) | —+...+— | >n"
T e

Lésung. Dies ist nichts anderes als CS mit ay = /7 und by, = 1//x;. Aus der Gleich-
heitsbedingung fiir CS folgt unmittelbar, dass das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn
x1 = ... = x, (nachrechnen!).

O
Beispiel 10. Fiir z,y,z € R gilt 22 +y*+ 22 = 1. Bestimme das Mazimum von x + 2y -+ 3z.

Losung. Nach CS gilt
(2? + %+ 2 (12 + 22 +3%) > (v + 2y + 32)%,

wegen 22 +y?+2% = 1 also |z+2y+3z| < /14. Gleichheit gilt dann, wenn die beiden Vektoren
(x,y,z) und (1,2,3) kollinear sind. Eine kurze Rechnung zeigt, dass dies fir (z,y,2) =
+(1/v14,2/4/14,3/v/14) der Fall ist. Nur das + Zeichen fithrt zum Maximum +/14.

]

Beispiel 11. Zeige, dass fiir a,b,c > 0 gilt

a n b n c
2b+3c  2c+3a  2a+ 3b

3
> =
)

Liosung. Sei A die linke Seite der Ungleichung und setze B = a(2b+3c¢)+b(2c+3a)+c(2a+3b).
Nach CS gilt
A-B>(a+b+c)



Also wissen wir A > (a+b+¢)?/B und es geniigt zu zeigen, dass die rechte Seite > 3/5 ist.
Rechnen wir es aus:

3B < 5(a+b+c)?
& 15(ab+bc+ca) < 5(a®+b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca)
& ab+be+eca < a®+ b+ A

Die letzte Ungleichung ist richtig, wie wir bereits wissen (verwende z.B. AM-GM oder CS,
siehe Beispiel 3). Damit ist alles gezeigt. Gleichheit gilt fiir @ = b = ¢, wie man sich leicht
iiberlegt, wenn man die Argumentation verfolgt.

O

Aufgaben

1. (Nesbitt) Seien a, b, ¢ > 0. Beweise die Ungleichung

a . b n c >3
b+c c+a a+b 2
2. Fir z,y,z > 0 gilt
x? 2 22 rT+y—+=z
+ 44 >ITYVTE
y+z z4+r x4y 2

3. Sei a,b,c,d > 0. Zeige, dass gilt
1 1 4 16 64
>

bt e T d S atbterd

4. Sei P ein Polynom mit positiven Koeffizienten. Zeige, dass wenn die Ungleichung

i (1) > 5

fiir x = 1 gilt, dann gilt sie fiir alle x > 0.

5. Fiir a,b,c > 0 ist
a> b
—+—+—->a+b+c
c a b

6. (IMO 01) Beweise fiir a, b, ¢ > 0 die Ungleichung

a b c

+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab —

7. Beweise AM-QM und AM-HM mit Hilfe von C.S.




2.3 Geordnete Folgen

In diesem Abschnitt stellen wir zwei weitere wichtige Ungleichungen vor, die mannigfach
Anwendung finden. Im Gegensatz zu den bisherigen Resultaten geht hier eine Ordnung der
involvierten Grossen mit in die Betrachtungen ein, was zusétzliche Moglichkeiten (aber auch
Probleme) schafft. Die erste der beiden Ungleichungen ist intuitiv klar. Mal angenommen,
wir hétten je einen Haufen 10er, 20er und 50er Noten und kénnten von einem Haufen eine,
von einem anderen vier und vom dritten Haufen sechs Noten auswédhlen und behalten.
Wieviele Noten wiirden wir von welchem Haufen nehmen? Na...? Hier stehts mathematisch:

Satz 2.3 (Hauptsatz). Sei aj,aq,...,a, und by, by, ..., b, zwei Folgen reeller Zahlen, und
sei ¢y, Co, ..., Cp eine Umordnung der Folge by,. Dann ist die Summe

n
S = E Q. Cr
k=1

am gréssten, wenn ay und ci gleich geordnet sind und sie ist am kleinsten, wenn ap und ci
entgegengesetzt geordnet sind.

Beweis. Nehme an, es gibt zwei Indizes 7 und j, sodass a; > a;, aber ¢; < ¢;. Durch
vertauschen der beiden Folgeglieder ¢; und c; dndert sich der Wert der Summe um

(aic; + ajci) — (aici + a;¢5) = (a; — a;)(¢; — ¢i) > 0.

Indem wir endlich viele solche Vertauschungen vornehmen, kénnen wir die Folge ¢ stets
gleich wie die Folge a; ordnen. Dabei erhoht sich der Wert der Summe bei jeder Vertau-
schung. Dies beweist die erste Behauptung (vgl. Beweis AM-GM). Analog zeigt man, dass
die Summe am kleinsten ist, wenn a;, und ¢, entgegengesetzt geordnet sind.

O

Bevor wir zu den Beispielen kommen, fithren wir eine praktische Notation ein:

al a2 ... an

by by - b, = a1by + axby + ...+ a,b,.
Beispiel 12. Zeige, dass fir alle a,b,c > 0 gilt

a’ + 0’ + ¢ > a’b+ Ve + ta.
Lésung. Die Folgen a, b, c und a?,b?, ¢ sind gleich geordnet, also folgt aus dem Hauptsatz

b
a3+b3+03:{§2 b2 662}2{52 2 bcz}ZCLZb%—bQC—i—cQa.

Dies ist genau die zu beweisende Ungleichung.

Beispiel 13. Sei ay,...,a, > 0 und reelle Zahlen mit Summe s. Zeige, dass gilt

ay ao an n
+ ...+ > )
Ss—a; S—as s —ay n—1

10



Lésung. Wir bezeichnen die linke Seite mit A. Die Folgen a4, ..., a, und 1/(s—ay),...,1/(s—
a,) sind gleich geordnet, also folgt aus dem Hauptsatz fiir 2 < k <n

a1 s Qn Qg Ag+1 - k-1
A= 1 1 > 1 1 1

s —ay 5 —ay, s—a; S—ay  S—ap,

Aufsummieren dieser n — 1 Ungleichungen ergibt nun

s —ay s — ay
+ ...+

(n—1)A=

=n,
s — aq s — ay

dies ist die gewiinschte Ungleichung.
O

Manchmal ist es niitzlich, mehr als nur zwei Folgen zu betrachten. Wir dehnen die Definition
der grossen Klammer auf mehr als zwei Folgen aus:

al a2 IR an
bl b2 ce bn n
S: . . . . = E akbk---rk.
k=1
7"1 7"2 ) TTL

Aus dem Hauptsatz folgt leicht mit vollstéandiger Induktion nach der Anzahl Folgen das
allgemeinere Resultat

Satz 2.4 (Hauptsatz, verallgemeinert). Die oben definierte Summe S nimmt den grosstmagli-
chen Wert an, wenn die Folgen ay, by, ..., 1. alle gleich geordnet sind.
Beispiel 14. Seien x4, ..., x, positive reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

ottt e e > ma (o L T).

Lésung. Es gilt

':Cl PR :L‘n ] i ':Cl xz e ':Cn ]
T1 - T To Tz - 1
:Cl DY xn :CB x4 .. x2

>
Ty o Tp Lp X1 - Tp-1
Ty - Tp Ty To - Ty

]

Als néchstes beweisen wir die zweite wichtige Ungleichung, in der es um geordnete Folgen
geht, die Ungleichung von Chebychef.

Satz 2.5 (Chebychef). Sind a4, ..., a, und by, ..., b, gleich geordnete Folgen, dann gilt

a1b1+...—0—anbn>a1+...+an‘bl+...—|—bn
n - n n ’

Sind die beiden Folgen entgegengesetzt geordnet, dann gilt dieselbe Ungleichung mit umge-
drehten Ungleichheitszeichen.

11



Beweis. Da beide Folgen gleich geordnet sind, folgen aus dem Hauptsatz die folgenden
Abschéatzungen:

a1b1 +—|—anbn = a1b1 +a2b2+...+anbn,

a1b1+...+anbn Z a1b2+a2b3+...+anb1,
a1b1+...+anbn 2 a1b3+a2b4+...+anb2,
a1b1 + ...+ anbn Z albn + a261 4+ ...+ anbn_l.

Addieren dieser Ungleichungen und faktorisieren ergibt
n(aiby + ...+ apby) > (a1 + ... +ay)(by + ...+ by),

dies ist die erste Behauptung. Analog beweist man den Fall entegengesetzter Ordnung.
]

Beispiel 15. Seien z,y, z positive reelle Zahlen mit xyz = 1. Beweise, dass gilt
r—1 y—1 z—1
+ + >0
Vy+z Vz4ax o oty

Lésung. Die Folgen x,y, zund 1/y/y + z,1/v/z + x,1/\/x + y sind gleich geordnet. Mit Che-
bychef folgt somit

x n Yy n z S rTt+y+z 1 n 1 n 1
itz Vrtro ity T 3 Vy+z Veatro oty
1 1 1
> Jryz + + ,
- y(¢y+z Vite m)

dabei haben wir in der zweiten Abschéitzung noch AM-GM verwendet. Subtrahiert man
die rechte Seite von der linken und beniitzt die Nebenbedingung zyz = 1, folgt gerade die
gewiinschte Ungleichung.

O

Aufgaben

1. Sei x1,...,x, eine positive Folge und sei yi, ..., y, eine Permutation davon (also eine
Vertauschung). Dann gilt

x| a3 5
— 4+ —=+... +—=2>2x1+22+...+x,.
Y1 Y2 Yn

2. Fir z,y,z > 0 gilt
3 3 3 2 2 2
Y+ y’z+ 2y > x'yz +yzr + 21y.

3. Fiir alle positive Zahlen a, b, ¢ gilt

a®bbc > abbhec.

12



4. (IMO 75) Seien zj und yi, 1 < k < n, reelle Zahlen mit

T >Tp> ... 2%, und Yy > Y2 > ... > Yp,

und sei z1, 29, . . ., 2, eine Permutation von y,ys, ..., y,. Zeige, dass gilt
n n
Z(xk —y)? < Z(ﬂﬂk — 2)%.
k=1 k=1

5. Gegeben sind reelle Zahlen a > b>c>d > e > f > 0. Zeige, dass gilt
(a+b)(c+d)(e+ f) < 4d(ace + bdf) < (a+ f)(b+e)(c+d).

6. (USA 74) Fiir alle positive Zahlen a, b, ¢ gilt

a+b+c

a®b’c® > (abc)™s

7. Beweise HM-AM-QM mit den Ungleichungen in diesem Abschnitt.

3 Die Trickkiste

In diesem Kapitel geht es um allgemeine Ideen, die fiir die Losung von Ungleichungen sehr
wichtig und niitzlich sind. Oft hat eine Ungleichung innere Symmetrien ganz verschiedener
Art, was die Losung erheblich vereinfachen konnen. Oder sie ist mit den bis jetzt bespro-
chenen Standardungleichungen nicht angreifbar, weil keine geordneten Folgen sichtbar sind,
das Ungleichheitszeichen in die falsche Richtung zeigt, um Cauchy Schwarz anwenden zu
kénnen, oder weil jede AM-GM Abschéitzung sofort zu falschen Ungleichungen fithrt. Harte
Fille eben. Hier konnen subtilere Tricks helfen, die man aber erst einmal kennen lernen
muss, um sie im konkreten Anwendungsfall auch wirklich verwenden zu kénnen. Diese vor-
zustellen, ist Ziel der folgenden Abschnitte.

3.1 Symmetrie

Beginnen wir mit der Symmetrie. Einen Ausdruck in n Variablen nennt man (vollsténdig)
symmetrisch, falls er sich nicht d&ndert, wenn man die Variablen in beliebiger Weise permu-
tiert. Eine Ungleichung heisst symmetrisch, wenn sie sich bei Vertauschung der Variablen
nicht dndert. Die meisten der bis jetzt besprochenen Ungleichungen sind symmetrisch. Ins-
besondere ist HM-GM-AM-QM eine symmetrische Ungleichung. Cauchy-Schwarz ist keine
ganz symmetrische Ungleichung. Aber immerhin behélt sie die gleiche Form, wenn man die
ay beliebig vertauscht und gleichzeitig die b, in derselben Weise vertauscht.

Das Niitzliche an der Symmetrie ist nun das folgende: Wenn wir eine symmetrische Un-
gleichung in n Variablen z1, ...z, haben, dann kénnen wir oBdA (ohne Beschrankung der
Allgemeinheit) annehmen, dass x; > ... > 1z, ist. Das heisst, wir konnen die Variablen
beliebig der Grosse nach ordnen. Ist dies ndmlich nicht der Fall, dann vertauschen wir die
Variablen so, dass die grosste an der Stelle von x; steht, die zweitgrosste an der Stelle von
x9 etc. und benennen die Variablen anschliessend um (versucht euch das klar zu machen!).
Dies ist zwar selten von direktem Nutzen, aber es hilft dem Auge, gleichgeordnete Folgen
zu finden, auf die man dann den Hauptsatz oder Tchebychef loslassen kann.
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Hier sind zwei Beispiele von nicht symmetrischen Ungleichungen:
Vab+ Ved < \/(a+¢)(b+d),
x? x2 x?

5 5 ...+2—"§n—1.
T+ T2z x5+ T3y Ty + X122

Das erste Beispiel behélt immerhin dieselbe Form, wenn man a mit b und gleichzeitig ¢ mit
d vertauscht. Wir kénnen auch a mit ¢ und b mit d vertauschen. Wegen diesen Symmetrien
konnen wir zum Beispiel oBdA annehmen, dass a die grosste (oder kleinste) der vier Zahlen
ist.

Das zweite Beispiel behélt seine Form, wenn wir beliebig oft die Vertauschungen x; —
Ty — ... — x, — xp ausfithren. Man nennt Ungleichungen mit dieser Invarianz zyklisch
symmetrisch. Zyklische Symmetrie spielt eine wichtige Rolle bei den Ungleichungen, denn
sie erlaubt einem zumindest o0BdA anzunehmen, dass x; die grosste (kleinste) der n Zahlen
ist. Dies kann man oft bei Induktionsbeweisen nach der Anzahl Variablen verwenden.

Es lasst sich wohl mathematisch nicht genau erkléren, wieso symmetrische Ungleichungen
einfacher zu l6sen sind als andere. Die Erfahrung zeigt dies aber klar. Vielleicht liegt es
daran, dass alle Standardungleichungen hochgradig symmetrisch sind, und dass man beim
Beweis einer nicht symmetrischen Ugleichung eben auch asymmetrisch argumentieren muss.

Beispiel 16. Seien a, b, c reelle Zahlen. Zeige:
min(a + b — 2¢,b+ ¢ — 2a,c¢+ a — 2b) < min(a — b,b — ¢, c — a).

Losung. Die linke Seite ist symmetrisch, die rechte aber nur zyklisch symmetrisch. Die
Ungleichung ist also invariant unter dem Shift @ — b — ¢ — a, daher kénnen wir annehmen,
dass a die grosste der drei Zahlen ist. Man rechnet nun nach, dass die linke Seite in diesem
Fall gleich b + ¢ — 2a ist. Ausserdem gilt a — b > ¢ — a, daher ist die rechte Seite entweder
gleich ¢—a oder gleich b— ¢ (beide Félle sind moglich). Im ersten Fall lautet die Ungleichung
b+ c—2a < ¢ — a, oder vereinfacht b < a, ist also nach Annahme richtig. Im zweiten Fall
lautet sie b+ ¢ — 2a < b — ¢, also 2¢ < 2a, was ebenfalls stimmt.

O

3.2 Homogenitét

Eine andere Art der Invarianz einer Ungleichung ist die Homogenitit. Man nennt einen
Ausdruck A(zq,...,z,) in n Variaben homogen vom Grad k, wenn fiir alle A > 0 und alle
Ty, ..., T, gilt

Az, ..o A xy) = NA(xy, ... ).

Das heisst, wenn man alle Variablen mit dem Faktor A streckt, dann &dndert sich der ganze
Ausdruck um den Faktor A*. Eine Ungleichung heisst homogen vom Grad k, wenn beide
Seiten es sind. Der Vorteil an homogenen Ungleichungen ist, dass man die Variablen geeignet
skalieren kann, ohne die Allgemeinheit der gestellten Aufgabe einzuschréinken. Denn wenn
die Ungleichung fiir x4, ..., z, richtig ist, dann auch fiir Azq, ..., Az,. Man kann daher zum
Beispiel annehmen, dass z; + ... + z, = 1 gilt, oder dass 2?2 + ... + 22 = 3 ist, oder
dergleichen. Ist dies ndmlich nicht der Fall, dann strecke man alle Variablen mit einem
geeigneten Faktor A > 0, vergleiche dazu die Losung von Beispiel 4. Als weiteres Beispiel
geben wir einen alternativen Beweis fiir CS:

Beispiel 17. Fiir alle reellen Zahlen ay,...,a, und by, ..., b, gilt

(a2 4a5+ ... +a®) (B3 4+ b3+ ... +b2) > (arby + agby + ... + apby)?
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Losung. Wenn wir alle a; und by durch ihre Absolutbetréige ersetzen, bleibt die linke Seite
gleich, die rechte wird hochstens grosser. Wir kénnen uns daher auf den Fall a; > 0 und
bi > 0 beschrénken. Die Ungleichung ist homogen vom Grad 2 in den Variablen ay, ..., a,.
Wir kénnen daher annehmen, dass a?+...+a? = 1 gilt. Ebenso kénnen wir b7 +...+0% =1
annehmen. Wir miissen nun zeigen, dass

a1b1+a2b2—|—...+anbn§1

gilt (daraus folgt die urspriingliche Ungleichung, da alle Variablen nichtnegativ sind). Dies
ergibt sich aber einfach aus AM-GM: fiir 1 < k < n ist axby < (a + b7)/2. Aufsummieren
liefert

ﬁ+m+d+@+m+@_

1.
2 2

a1b1 +a2b2 —+ ... +anbn S

O

In diesem Beispiel haben wir die Ungleichung wesentlich vereinfacht durch die Dehomoge-
nisierung, also durch die Annahmen Y a? = b7 = 1. Ein #hnlicher Beweis der urspriing-
lichen Ungleichung wiirde nicht funktionieren. Nicht immer ist dehomogenisieren aber von
Vorteil. Man betrachte etwa folgendes Beispiel: Fiir a, b,c > 0 gilt folgende Ungleichung;:

a N b n c > 1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ Sab

Diese Ungleichung ist homogen vom Grad 0, daher kann man zum Beispiel abc = 1 anneh-
men. Zusammen mit dieser Nebenbedingung ist die Ungleichung dann dquivalent zu

a b c
+ + > 1.
Va2 +8/a 2 +8/b  \/2+8/c

Dies mag einfacher aussehen als die urspriingliche Ungleichung, denn in den drei Termen
links kommt jeweils nur noch eine einzige Variable vor. Dies wurde allerdings teuer erkauft,
denn die eingeschleppte Nebenbedingung ist schwierig zu handhaben. Ausserdem sind sémt-
liche Standardungleichungen homogen. Die Ungleichung zwischen den Mitteln ist homogen
vom Grad 1, Hauptsatz, Chebychef und CS sind (in der hier vorgestellten Form) homogen
vom Grad 2. Will man eine Ungleichung mit den Methoden dieses Kapitels beweisen, ist es
daher selten von Vorteil, sie extra unhomogen zu machen. In der Tat geht man meist den
umgekehrten Weg und homogenisiert eine Ungleichung mit Hilfe einer gegebenen Nebenbe-
dingung.

Beispiel 18. Seien x,y, z positive reelle Zahlen mit xyz = 1. Zeige, dass gilt
Y+ >4yt
Lésung. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle positiven Zahlen z,y, z gilt
By + 27> Yayz(r +y + 2).

Dies impliziert namlich die urspriingliche Ungleichung wegen der Nebenbedingung xyz = 1.
Diese neue Ungleichung ist homogen (vom Grad 2) und hat als praktischen Zusatzeffekt
auch keine Nebenbedingung mehr, man sagt dem Homogenisierung der urspriinglichen Un-
gleichung. Der Beweis verwendet nun erst AM-QM (oder Chebychef) und dann AM-GM:

x2+y2+z22x+3§+z

(Tt y+2) > Yryz(z +y+ 2).

O
Weitere Beispiel zur Homogenisierung findet man in Beispiel 7 und der dritten Losung zu
Beispiel I.
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3.3 Substitutionen

Manchmal wird eine Ungleichung einfacher, wenn man die alten Variablen durch geeignete
neue ersetzt, siche Beispiel 4. Man macht eine Substitution. Dabei ist aber genau darauf
zu achten, dass eventuelle Nebenbedingungen richtig iibersetzt werden, beziehungsweise ob
neue Nebenbedingungen entstehen. Man muss sich auch iiberlegen, was der Definitionsbe-
reich der neuen Variablen ist. Es folgen Beispiele.

Beispiel 19. Seien x,y, z positive reelle Zahlen mit x + y + z = zyz. Beweise die folgende

Ungleichung:
1 1 1 3
> —,
1+x2+1+y2+1+z2 !

Lésung. Das Problem hier ist natiirlich die unségliche Nebenbedingung = + y + 2z = zyz.
Die Ungleichung damit direkt zu homogenisieren ist schwierig, da die Nebenbedingung ja
ebenfalls inhomogen ist. Wir wéhlen daher einen anderen Weg und fithren neue Variablen
ein, fiir welche die Nebenbedingung eine viel einfachere Form annimmt.

Beachte, dass die Nebenbedingung #quivalent ist zu 1/(xy) + 1/(yz) + 1/(zx) = 1. Es
liegt daher nahe, die Substitution a = 1/(zy), b = 1/(yz) und ¢ = 1/(zz) durchzufiihren,
offenbar gilt dann a,b,c¢ > 0 und a + b + ¢ = 1. Auserdem ist 22 = b/(ac), y* = ¢/(ba) und
2* = a/(cb), damit kénnen wir die Ungleichung auf die neuen Variablen umschreiben und
gleichzeitig homogenisieren, es gilt ndmlich

1 ac ac
1+22  ac+b ac+bla+b+ec)
ac ac(a+ c)

(a+b)(b+c) (a+b)(b+c)(c+a)

Die analogen Rechnungen fiir die anderen Summanden liefern nun eine homogene Unglei-
chung ohne Nebenbedingung. Nach Multiplikation mit dem gemeinsamen(!) Nenner ist sie
dquivalent zu

3
ac(a+ c) + ba(b+ a) 4+ cb(c+ b) > Z(a +b)(b+c)(c+a).
Ausmultiplizieren und Vereinfachen ergibt schliesslich
a’b 4 b*c + c*a + ba + e+ a*c > 6abe,

was einfach aus AM-GM folgt.
O

Eine Nebenbedingung, die recht oft bei Ungleichungen mit drei Variablen auftaucht, ist
abc = 1 (oder = k fiir eine geeignete Zahl k > 0). In der Regel ist sie nicht ganz einfach zu
handhaben, es gibt aber einige Tricks, die wir jetzt vorstellen. Zuerst kann man versuchen,
ob eine Substitution der Form = = 1/a, y = 1/b, z = 1/c die Ungleichung vereinfacht. Der
Vorteil ist, dass die Nebenbedingung (im Wesentlichen) dieselbe bleibt. In der Praxis aber
viel wichtiger ist folgende Substitution:

wobei x,y,2z > 0 sind. Dies ist eben gerade deshalb moglich, weil abc = 1 gilt, und of-
fensichtlich sind z,y, 2z nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, man kann z.B.
x =a,y =1,z = 1/b wihlen. Fiir die neuen Variablen besteht nun keine Nebenbedingung
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mehr, in der Regel lassen sich Ungleichungen auf diese Weise elegant homogenisieren. Zu be-
achten ist allerdings Folgendes: diese Substitution enthélt nur eine zyklische Symmetrie, dies
ist je nach Situation mehr oder weniger von Vorteil. Ist die zu beweisende Ungleichung sym-
metrisch, dann wird sie nach Einfithrung der neuen Variablen in der Regel nur noch zyklisch
symmetrisch sein. Umgekehrt konnen aber zyklische Ungleichungen mit dieser Substitution
unter Umstédnden vollig symmetrisch werden! Ausserdem kann man diese Substitution auch
mit der anderen moglichen zyklischen Symmetrie ausstatten, ndmlich

z x
a= g, b= —, c=—.
z
Meist funktioniert die eine recht gut, die andere nicht! Welche die richtige ist, muss man
ausprobieren, es kommt eben auf die Symmetrie in der Ungleichung an. Schliesslich sei noch
erwahnt, dass es natiirlich auch eine symmetrische Variante davon gibt, halt einfach

VL VE_VE

- ) )

z x Y

Nun ist aber Zeit fiir ein Beispiel.
Beispiel 20. Seien a, b, ¢ positive Zahlen mit abc = 1. Zeige, dass gilt

a b c
+ +
(I+a+1) (1+0+1)°  (1+e+1)

1
2§§'

Lésung. Wohl nicht ganz unerwartet substituieren wir @ = x/y, b = y/z und ¢ = z/z. Nun
gilt
a Ty

(1+a+4)?® @+y+2)?

analog fiir die anderen Terme. Durch diese Substitution haben wir also erstens die Unglei-
chung homogenisiert, zweitens symmetrisiert und drittens erreicht, dass alle Nenner gleich
sind, optimal. Zu zeigen bleibt nur

3wy +yz+zx) < (v +y+2)%

was nach Vereinfachen klar ist (Beispiel 3).
[

Der Leser moége sich selber davon iiberzeugen, dass die beiden anderen oben erwédhnten
Substitutionen wesentlich kompliziertere Terme hinterlassen, sie sind hier weniger geeignet.

Beispiel 21. Zeige, dass fiir alle a,b,c > 0 gilt

a-+b b+c c+a
a+2c+b b+2a+c c+2b+a

< 2.

Losung. Wir setzen zur Vereinfachung x = a+0b, y = b+c und z = c+a. Nach Konstruktion
sind z,y, z dann positiv. Die Ungleichung lautet nun
x Y z

+ + < 2.
yt+z z+x THY

Diese ist aber falsch! Setze zum Beispiel z = y = 1 und z = 4. Wo ist der Fehler? Zu diesen
Werten von x,y, z gehoren die Werte a = ¢ = 2,b = —1 und diese sind eben nicht alle
positiv. Offenbar stammt also nicht jedes positive Tripel (z,y, z) von einem positiven Tripel
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(a,b,c). In der Tat haben wir durch diese Substitution eine Nebenbedingung eingefiihrt, sie
lautet:

r+y>z, y+z>z, z+x>UY,
dies bedeutet, dass x, y und z die Seitenldngen eines Dreiecks sind (vgl. Satz 3.1 unten). Nun
ist die Ungleichung zwar einfacher, aber die Nebenbedingung ist in dieser Form iiberhaupt

nicht handlich. Wir geben nun einen Beweis dieser Ungleichung, der auf einer vollig trivialen
Abschétzung beruht. Es gilt namlich

a+b - a+b
a+2c+b a+c+b

und zusammen mit den beiden analogen Abschéitzungen folgt die Behauptung. Die Kon-
stante 2 ist iibrigens bestmoglich, dies sieht man zum Beispiel, indem man a = #?, b = t und
¢ = 1 setzt und ¢ sehr gross werden lasst.

]

Das letzte Beispiel zeigt ein Phénomen, das wir bis anhin grossziigig ignoriert haben. Es
ist ndmlich wichtig sich zu iiberlegen, was denn der Definitionsbereich der neuen Variablen
ist! Lassen wir also die ersten zwei Beispiele nochmals revue passieren: In Beispiel 19 ist die
Substitution (a,b,c) = (1/(zy),1/(yz),1/(zx)) bijektiv! Das bedeutet, dass zu jedem Tri-
pel (a, b, ¢) positiver reeller Zahlen genau ein Tripel (x,y, z) positiver reeller Zahlen gehort.
Zusammen mit der korrekt {ibersetzten Nebenbedingung ist die Ungleichung in den neu-
en Variablen also wirklich dquivalent zur urspriinglichen. In Beispiel 20 ist die Substitution
nicht in diesem Sinn bijektiv, zu jedem Tripel (a, b, ¢) mit abc = 1 gehoren ja unendlich viele
Tripel (x,y, z). Dies liegt daran, dass wir gleichzeitig die lastige Nebenbedingung abc = 1
entfernt haben. Trotzdem ist es klar, dass die alte Ungleichung genau dann fiir alle a, b, ¢ > 0
mit abc = 1 gilt, wenn die transformierte Ungleichung fiir alle z,y, 2z > 0 gilt. Wieder ist
die Substitution also eine Aquivalenzumformung. Im letzten Beispiel stimmt das jetzt eben
nicht mehr. Es wiirde sicher geniigen, wenn man die Ungleichung in den neuen Variablen
x,1y,z > 0 allgemein beweisen kénnte. Da sie aber gar nicht stimmt, ist diese Substitution
eher unsinnig, denn die zusétzlich eingeschleppten Nebenbedingungen sind sehr unhandlich.

Machmal sind Ungleichungen in drei Variablen a, b, ¢ ausgestattet mit der Nebenbedingung,
dass a, b, ¢ die Seitenlédngen eines Dreiecks sein sollen. In solchen Fillen kommt eben gerade
die Substitution aus dem letzten Beispiel zum Zug. Es gilt ndmlich

Satz 3.1. Fiir drei positive reelle Zahlen a,b, c ist dquivalent:
(i) Es gibt ein Dreieck mit Seitenlingen a,b, c.

(ii) Es gilt
a+b>c, b+ c> a, c+a>b.

(i) FEs existieren positive reelle Zahlen x,y, z mit

a=x+vy, b=y+ z, c=2z+ux.

Der einfache Beweis wird dem Leser iiberlassen. Die drei Zahlen x,y, z aus (iii) haben eine
schone geometrische Bedeutung. Betrachte ein Dreieck ABC mit Seitenldngen a, b, c. Der
Inkreis beriihre die Seiten AB, BC, C'A in den Punkten P, @, R. Dann ist y = |CR| = |CQ)|,
y = |BQ| = |BP|, == |AP| = |AR|. Lésst auch zu, dass x,y, z gleich 0 sein kénnen (nicht
alle gleichzeitig natiirlich), dann erhélt man degenerierte Dreiecke.

Bei Ungleichungen fiir Seiten eines Dreiecks ist die Substitution (iii) ein Muss. Natiirlich
funktioniert sie nicht immer optimal, manchmal werden die Terme sehr kompliziert. Trotz-
dem, versuchen sollte man sie auf jeden Fall!
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3.4 Das Ungleichheitszeichen drehen

Es gibt Ungleichungen, die allen Angriffen irgendwie trotzen, weil alle Standardabschétzun-
gen in die falsche Richtung gehen. Dann wére es super, wenn man das Ungleichheitszeichen
irgendwie drehen konnte. Die Paradesituation ist, dass auf der einen Seite der Ungleichung
eine Summe von Briichen steht, auf der anderen etwas einfaches, meist eine Konstante. Und
man soll die Summe von Briichen gegen oben Abschéitzen. Dann lésst sich CS nicht verwen-
den, oder wenn schon in die andere Richtung, was nicht sehr flexibel ist. Der Trick ist, das
Ungleichheitszeichen zu drehen. Dazu nochmals Beispiel 19:

Beispiel 22. Zeige, dass fir alle a,b,c > 0 gilt

a+b N b+c n c+a
a+2c+b b+2a+c c+2b+a

< 2.

Losung. Wie bereits erwihnt, konnen wir keine CS Abschétzungen der Form LS-(...) > ...
machen, dies geht in die falsche Richtung. Stattdessen subtrahieren wir die ganze Unglei-
chung von einer Konstanten, das dreht das Ungleichheitszeichen. Sei A die linke Seite. Die
Ungleichung ist dquivalent zu 3 — A > 1. Ausserdem ist

a+b b+c c+a
B=3-A = 1—-— 11— —F l——
< a+2c—|—b)+( b+2a—|—c>+< c+2b—|—a>
2¢ 2a 2b
+ + )
a+2c+b b+2a+c c+2b+a

Nach CS gilt nun
B (2¢(a 4 2¢+b) + 2a(b+ 2a + ¢) + 2b(c + 2b + a)) > 4(a + b+ ¢)?,
und es geniigt zu zeigen, dass
4(a+b+c)* > 2c(a+2c+b) +2a(b+2a+ c) + 2b(c + 2b+ a).

Nach ausmultiplizieren und vereinfachen lautet dies 4(ab + bc + ca) > 0, was richtig ist.
]

Man kann sich jetzt fragen, wieso wir die Konstante 3 genommen haben, wére es nicht
einfacher zu zeigen, dass 2 — A > 0 ist? Nein, denn dann treten negative Terme in den
Zéhlern auf, was die Sache erheblich verkompliziert. Es ist nicht immer auf den ersten Blick
klar, welches die geeignete Konstante ist, man muss eben ein Bisschen experimentieren.

3.5 Induktion

Wenn man Ungleichungen in n Variablen beweisen soll, kann man dies oft mit Hilfe von
Induktion nach n machen. Der Fall von 2 oder 3 Variablen ist meist schnell erledigt. Im
Induktionsschritt muss man sich dann iiberlegen, wie sich das ganze dndert, wenn eine
Variable dazukommt. In der Regel haben solche Ungleichungen eine zyklische Symmetrie.
Daher kann man annehmen, dass die neue Variable x,; die kleinste oder grésste von allen
ist. Dies ist meist von zentraler Bedeutung. Das folgende Beispiel ist recht kompliziert, zeigt
aber alle typischen Probleme, die auftauchen.

Beispiel 23. (CSP 01) Zeige, dass fir alle positiven reellen Zahlen ay, ..., a,, n > 2 gilt

(a3 4+1)(a3+1)---(a® +1) > (afag + 1)(a3a3 + 1) --- (a2ay + 1).
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Losung. Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 2 gilt der Reihe nach

(el + D@3 +1) = (ates +1)(az01 + 1),
atlad +ad+ay+1 > ddad +alay + ayad + 1,
ai(ay — ag) + aj(ay —ay) > 0,
(ai —a3)(a1 —az) > 0,
(a1 — as)*(ay +as) > 0.

Die letzte Ungleichung ist richtig wegen aq,as > 0. Nun nehmen wir an, die Ungleichung
sei richtig fiir n Variablen und beweisen sie fiir n 4+ 1. Ein Vergleich der Ungleichungen fiir
n und n + 1 Variablen zeigt, dass es geniigt, folgendes zu beweisen:

(aan41 + 1)(@%“@1 +1)

3
an+1+12 a2a1+1

Die Behauptung folgt dann mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung. Umformen liefert nun

(@5 + Dlapar +1) > (ahanr + 1) (a0 +1),
Upp1@par +apar +ag g+ 1 > dy 0001 + annag +an a0+ 1
an(a1 — A1) + ap g (e —ar) > 0,
(am—l - a1)<an+1 - an)(an—i-l + an) > 0.

Die letzte Ungleichung ist im Allgemeinen falsch. Da die urpsriingliche Ungleichung aber
zyklisch symmetrisch ist, konnen wir oBdA annehmen, dass a,,; die grosste der n + 1
Variablen ist. In diesem Fall sind alle drei Faktoren links grosser oder gleich 0, und der
Induktionsschritt ist vollstandig. O]

3.6 Termweise Abschiatzen

Manche Ungleichungen erweisen sich als besonders hartnéickig und trotzen allen Angriffen
mit Standardmethoden. In solchen Féllen kann es hilfreich sein, gewisse Terme quasi durch
einfachere zu ersetzen. Also irgendwie gutartige Schranken fiir die einzelnen Terme zu fin-
den. Solche Schranken sind in der Regel iiberhaupt nicht einfach zu erkennen, sie fallen
sozusagen vom Himmel. Wir erkldren an einigen Beispielen, was damit gemeint ist, und
stellen gleichzeitig die wichtigsten Schrankentypen vor.

Beispiel 24. (Ungarn 99) Seien 0 < x,y,z < 1 reelle Zahlen. Beweise, dass gilt
x Y z 3
+ + < .
14+y+ze 14+z4+2y 1+ax4+yz  z4+y+=2

Lésung. Das ist jetzt wieder so eine Ungleichung, wo das Ungleichheitszeichen in die falsche
Richtung geht, um z.B. CS anzuwenden. Ausserdem ist sie sehr inhomogen und nur zyklisch
symmetrisch, dafiir aber mit dubiosen Nebenbedingungen ausgestattet. Was tun, also? Das
Ungleichheitszeichen zu drehen ist ebenfalls nicht erfolgsversprechend, alles wiirde noch
komplizierter werden. Wir beweisen stattdessen die folgende obere Schranke fiir die einzelnen
Terme:
x < x
l+y+ze " xzt+y+z

Dies ist ndmlich dquivalent zu 1 +x2z > x + 2z, also zu (z — 1)(z — 1) > 0, und das ist wegen
x,2z < 1 richtig. Diese und die analogen Abschitzungen zeigen, dass die linke Seite sogar
hochstens gleich

T Yy Z
+ +
r+y+z T+y+z TH+y+z
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ist. Dies impliziert wegen x + y + 2z < 3 natiirlich die urspriingliche Ungleichung.
O

Der Leser mag sich jetzt zu recht fragen, wie man denn auf diese Idee kommen sollte. Ja,
das ist eben genau das Problem, die Schranken sind oft schwierig zu erraten und ergeben
sich nicht aus der Aufgabenstellung. Diese Technik ist aber &dusserst méchtig und fiithrt
manchmal zu sehr kurzen Losungen. Die Schranke in obigem Beispiel ist typisch und kann
recht haufig verwendet werden. Allgemeiner kann man Schranken der Form

:COé

xa+ya+za

mit noch zu bestimmender Kontante a probieren. Die richtige Wahl von « ist dabei ent-
scheidend und hier hilft oft ein wenig Analysis. Denn der Graph eines solchen abschétzen-
den Terms muss den Graphen der urspriinglichen Funktion in gewissem Sinne tangential
beriihren. Das néchste Beispiel wird das illustrieren. Ich kann hier nicht widerstehen, die
offizielle Musterlosung der IMO 01-Ungleichung zu présentieren. Man sollte sich aber keine
Sorgen machen, wenn das nicht die erste Idee ist, die einem in den Sinn kommt. Lediglich
ein einziger Teilnehmer (aus China) hat diese Losung gefunden.

Beispiel 25. (IMO 01) Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise die Ungleichung

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 4+ 8ab

Losung. Wir versuchen termweise abzuschétzen und wihlen einen Ansatz der Form

a a”

>
Vaz+8be — a’+ b+’

wobei 7 noch zu bestimmen ist. Ein solcher Ansatz hat bestimmt eine gewisse Chance,
denn in der urspriinglichen Ungleichung gilt Gleichheit fiir @ = b = ¢ und dies ist auch
in (1) der Fall. Um nun r zu bestimmen, setzen wir b = ¢ = 1 in (1) und betrachten
beide Seiten als Funktionen in a. Damit eine solche Abschétzung richtig sein kann, miissen
sich die Graphen von beiden Seiten im Punkt a = 1 tangential beriihren, das heisst, die
Steigungen (Ableitungen) der beiden Seiten miissen in diesem Punkt iibereinstimmen. Eine
kurze Rechnung zeigt nun, dass die Ableitung der linken Seite dort gleich 8/27, diejenige
der rechten Seite gleich 2r/9 ist. Dies liefert den Wert r = 4/3. (Beachte, alle bisherigen
Uberlegungen dienen lediglich der Motivation der Losung und sind nicht wirklich Teil des
Beweises, insbesondere ist die Verwendung von analytischen Methoden vollig ok und muss
nicht gerechtfertigt werden.)

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von (1) fiir » = 4/3. Hochmultiplizieren der
Nenner und Vereinfachen liefert die dquivalente Ungleichung

a*® + 3 4 A3 > \/ad/3 + 8a2/3ic.

Quadrieren und Vereinfachen ergibt schliesslich

(1)

V33 4 B3 4 2(ab)*? + 2(be)Y? 4 2(ca)? > 8a*be,

und dies folgt einfach aus AM-GM. Damit ist der Beweis von (1) und somit auch der
urspriinglichen Ungleichung abgeschlossen, Gleichheit gilt genau dann, wenn a = b = c.
O

Ein wenig anders funktioniert die Abschitzung im néchsten Beispiel.
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Beispiel 26. (USA 03) Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

(2a+b+c)?  (20+c+a)*  (2c+a+b)? <3
262+ (b+c¢)2 202+ (c+a)? 2+ (a+b)? —

Losung. Die Ungleichung ist homogen, wir konnen daher a + b + ¢ = 3 annehmen. Damit
gilt
(2a+b+¢)*  (a+3)° a’+6a+9

202 + (b+¢)2 242+ (3 —a)? T 32 —6a+9 = fla).

Wir versuchen nun, den letzten Ausdruck durch eine lineare Funktion abzuschitzen. Wir
wollen also Konstanten o und (3 finden, sodass zumindest fiir 0 < ¢ < 3 gilt f(t) < I(t) =
at+ 3. Da fiir a = b = ¢ = 1 das Gleichheitszeichen steht, muss in der linearen Abschéatzung
fiir f(t) bei t = 1 ebenfalls Gleichheit gelten. Mehr noch: der Graph von [ muss bei ¢t = 1
sogar tangential an den Graphen von f sein, damit eine solche Abschéatzung richtig sein kann
(der Leser iiberzeuge sich anhand einer Skizze von dieser Tatsache). Mit anderen Worten,
wir ersetzen f durch die Tangente am Punkt ¢t = 1. Die Konstanten o und 3 ergeben sich aus
den Gleichungen /(1) = f(1) und I'(1) = f’(1). Eine kurze Rechnung zeigt [(t) = 4/3(t +1).
Um nun zu beweisen, dass f(t) < I(t) gilt, multipliziert man die Nenner hoch und bringt
alles auf eine Seite. Faktorisieren ergibt die #quivalente Ungleichung (¢ — 1)?(4¢ + 3) > 0,
die fiir ¢ > 0 sicher richtig ist (der Faktor (¢ — 1)? ist natiirlich kein Zufall, wir haben () ja
gerade so konstruiert). Damit folgt nun fiir die linke Seite der Ungleichung die Abschéitzung

4 4 4 4
g(a—f—l)—kg(b—l—l)—i—g(c—kl):g(a+b+c)—l—4:8.

]

Die Ungleichung im letzten Beispiel besitzt noch viele andere Losungen, die meisten sind
aber wesentlich aufwéndiger als die vorgestellte. Das Prinzip, komplizierte Funktionen in
einer Variablen durch die Tangente an einem bestimmten Punkt zu ersetzen, ist oft an-
wendbar. Allgemeiner kann man auch nach quadratischen Abschiatzungen oder solchen der
Form ax + [/x Ausschau halten, je nach Zweck und eventuellen Nebenbedingungen eben.
Stets sind dabei geometrische Uberlegungen wie in den letzten beiden Beispielen von Vorteil,
um die Konstanten zu bestimmen.

3.7 Beispiel 1

In diesem Abschnitt geben wir ein Beispiel einer Ungleichung, die mit sédmtlichen bisher
besprochenen Methoden gelost werden kann. Dies soll vor allem eines zeigen: Es gibt im
Allgemeinen sehr viele Losungswege. Sollte ein bestimmter Ansatz einmal nicht funktionie-
ren, dann kann man es mit einem anderen versuchen.

Beispiel 27. (CH 03)
Beweise fiir positive reelle Zahlen x,y,z mit x +y + 2z = 1 die folgende Ungleichung:

> 2

22 +y? P42 224 2?
+ +
z T Y

Losung. Wir setzen zur Abkiirzung

2 2 2 2 2 2
e+ +z 2“4+ x
ST S .
z T Y

A=
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1. Zuerst CS, dann AM-QM:

ety oyt 24t
vyt
z T

A=A-1 = < )(a:+y+z)
(\/w2+y2+¢y2+22+\/22+x2)2
> <\/_ Y e YT 2~Z+$)2
- 2 2

(ﬁ-(x+y+z)) =2

v

2.
72 2 2,2 2 2
A= Y2 207
z z x x Y Y
1 /2% 22 42 1 /2% 22 22 1 /22 22 42
= zs{—+t—+t=+z|—"+—+—)+. . Fs|{—F+—+=
3\ Y Y x 3\ 2 z x 3\ Yy Y z
> z+r+y+yt+z+z=2

wenn man AM-GM auf jede Klammer anwendet.
3. Homogenisieren und dann brute force!

2 2 2 2 2 2
A2 o TV VT2 ZFT S ety +2)
2 x y

& Py+tz+yPr iz 4 P+ Py > 2(2%yz + oyt + Pay)

Letzteres folgt aus AM-GM, indem man die Ungleichung

3 3 3 3
+ +
Yy +x°2 yx—l—zx>4/—8y44 2,

sowie die dazu analogen aufsummiert.

4. AM-QM ergibt

x—i—y—i—z)Q_ZQ L,

x2+y2=1‘2+y2+z2—2223( 3

Aus dieser und den analogen Ungleichungen folgt

1
A > 3 + 3 +

_ - +y+2)=3—-1=2,
r+y—+z (a; y Z)

wenn man noch AM-HM beniitzt.

5. AM-QM ergibt

22 +y? 2 (OETJ”’)2 (x+y)? (1-22 1 2
z z 2z 2z 2z 2
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Aus dieser und den analogen Ungleichungen folgt

1 1 1 r+y+z 11 1 1 5
A> —F+—F—3+—F=z(-F+-+—-| -3
- 2x+2y+22 i 2 2<x+y+z> 2
> 19 5,
T 2x+y+z 2

wenn man noch AM-HM beniitzt.
6. Die Folgen (22 + 42, y*+ 2%, 22 +2%) und (1/2,1/x,1/y) sind gleich geordnet, also folgt
mit Tschebyschef
1 1 1 1
A z-{ﬁ+y?+f+¢?+£+x%(—+—+—)
3 r Yy =z
2 1/1 1 1
= —@?uﬁ+f+2@?+f+w%y§(—+§+—>

3 x z
2
2 , 3

= = — =2
§$+y+z)$+y+z

wobei der erste Faktor in der zweiten Zeile mit AM-GM oder dem Hauptsatz oder CS
und der zweite Faktor mit AM-HM abgeschétzt wird.

7. Die Folgen (2% +4?,y*+ 2%, 22 +2%) und (1/2,1/x,1/y) sind gleich geordnet, also folgt
mit dem Hauptsatz

72 4 o2 24,2 24 g2 2,2 2
A > . + :x—l—y+z+y——|———|——
x Y z r oy oz

2 2 2

2¢

x oy oz

sowie analog

2,2 2, .2 2, .2 2 2 2
r° + + 2 z“+x T z
A > . + :x—l—y+z+——|—y——|——
Yy z x y oz oz

2 2 2

x z

= 1+—4+L 42

y oz
Addieren ergibt 24 > 2+ A, also A > 2.

8. Anwenden von AM-GM auf jeden Summanden ergibt

4> 2xy L 2yz n 223:‘
z x Y

Die Folgen (2zy, 2yz,2zx) und (1/2,1/z,1/y) sind gleich geordnet, also folgt mit dem
Hauptsatz

2x 2uz  2zx
A>T ety tz) =2
x Yy z

9. Setze s = 22 + y? + 22, dann ist

s—22 s—a% s—1q? 1 1 1
A = + + Y =s<— —+—)—(x+y+z)
z T Y r vy
R R R N (L S
= (2®4+y" +2°) + -+ 1
xr Yy =z



Die Folgen (z?,9?%, 2%) und (1/x,1/y,1/z) sind gegensitzlich geordnet, also folgt mit
Tschebyschef
2 2 9
AZ3(I—+y—+y—> —1=3/(z+y+z2)—1=2.
z Y Y
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