Funktionalgleichungen Aufgaben 2

. (CH 01) Die Funktion f : [0,1] — R erfiille

(a) f(z) >0 Vo € [0, 1]

(b) f(1)=1

(€) f@)+fly) < fle+y)  Vayz+yel0]]
Zeige, dass gilt f(x) < 2z fiir alle x € [0, 1].

. Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt

fle+y) = fl@)+ fy)
flzy) = f(2)f(y).

. (Shortlist 02) Finde alle Funktionen f : R — R, fiir die gilt

f(f(x) +y) =20+ f(fly) —2) Vaz,yeR

. (IMO 83) Bestimme alle Funktionen f : (0, 00) — (0, 00) mit
(@) flz-fy)=y-fl) Vay>0
(b) f(z) — 0 fir z — oc.
. (IMO 92) Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle z,y € R gilt

[+ ) =y + fx)

. (IMO 94) Sei S die Menge aller reellen Zahlen grosser als —1. Finde alle Funktionen
f:S — S, die folgende Bedingungen erfiillen:

(@) fla+fy)+a-fy)=y+flx)+y-flz) Vayes
(b) In jedem der Intervalle (—1,0) und (0, c0) ist die Funktion f(x)/x streng monoton
wachsend.

. (IMO 96) Bestimme alle Funktionen f : N — N, sodass gilt
flm+ f(n)) = f(f(m)) + f(n)  VmmneN

. (IMO 02) Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle reellen z,y, z, ¢ gilt
(f(x) + f)S(y) + f() = flay — 2t) + f(at + yz).



9. (China) Finde alle Funktionen f : [1,00) — [1,00), fiir die gilt
(a) f(z) <2(zx+1) fiir alle z € [1, 00),

o) =L

fir alle z € [1,00).

10. (IMO 99) Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle z,y € R gilt

flz—f(y)=f(fly) +xf(y) + f(z) — 1.

11. (IMO 98) Betrachte alle Funktionen f von der Menge N der positiven ganzen Zah-
len in sich, die f(m%f(n)) = n(f(m))? fiir alle m,n € NT erfiillen. Bestimme den
kleinstmoglichen Wert von f(1998).



